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的关系. 证明了如果一个点是正 Zhukovskij 稳定的, 则极限集映射在这一点是上半连
续的; 如果一个点的极限集是稳定的 (最终稳定或一致最终稳定), 则相应的极限集映
射在这一点是上半连续的. 此外给出了极限集映射下半连续的一些充分条件. 在第三
章第二节我们主要讨论了动力系统中的 Zhukovskij 稳定性与吸引性. 在一定条件下证
明了 (弱、强) 吸引子与全局 (弱、强) 吸引子是一致的. 在第三节我们证明了具有正
(负) 拓扑传递的正 (负) Zhukovskij 稳定性的连续流是极小流. 在第四节我们讨论了
动力系统中的近周期, 证明了近周期点在系统拓扑共轭下是保持不变的. 此外给出了
紧的正不变集合稳定的一个充分条件. 在最后一节我们定义了动力系统中的强 Ω 极限
集, 讨论了它的一些性质.
















This dissertation is devoted to study the limit set maps and the limit sets in
dynamical systems. In the second chapter, we discuss the semicontinuities of orbital
and limit set maps in a semidynamical system, and investigate their relationships
with the stabilities of orbits. We prove that if a point is positively Zhukovskij stable,
then the limit set maps are upper semicontinuous at that point; if the limit sets of
a point are stable (eventually stable or uniformly eventually stable, respectively),
then the corresponding limit set maps are upper semicontinuous at that point.
Furthermore, we give several sufficient conditions to guarantee that limit set maps are
lower semicontinuous. In section 2.2 of chapter three, we discuss Zhukovskij stability
and attractors in dynamical system. Under certain conditions, we prove that an (a
weak, strong) attractor and a global (weak, strong) attractor coincide. In section
2.3, we prove that a positively (resp. negatively) Zhukovskij stable continuous flow
with positively (resp. negatively) topologically transitive is a minimal flow. Section
2.4 deals with the near periodicity in dynamical system. We will show that a near
periodicity point is invariant under topological conjugacy. Furthermore, we give a
sufficient condition to guarantee that a compact and positively invariant set is stable.
Finally, we define the strong Ω limit set in dynamical system and some properties are
given.

















Boyarsky 在文献 [1] 中给出了由扩散过程诱导的概率测度中极限集的一个刻画.
特别地, 如果半流 (概率测度 𝜇) 是 Lyapunov 稳定的, Boyarsky 建立了映射 𝜇 → 𝐿(𝜇)
的连续性. 受 Boyarsky 结果的启发, Saperstone 和 Nishihana 在文献 [27] 中研究了半




稳定的. 则极限集映射在这一点是上半连续的 (定理 2.2.2, 推论2.2.3, 定理 2.2.4, 推
论2.2.5); 如果一个点的极限集是稳定的 (最终稳定或一致最终稳定), 则相应的极限集
映射在这一点是上半连续的 (定理 2.2.12, 定理 2.2.13, 定理 2.2.14), 同时研究了不同
的极限集映射半连续性之间的关系 (定理 2.2.10, 定理 2.2.11). 此外得到了极限集映射
下半连续的一些充分条件 (定理 2.3.3, 定理 2.3.6, 定理 2.3.7, 定理 2.3.8, 定理 2.3.9).
极限集的研究是动力系统中一个重要的课题, 这方面已经得到了很多的结果见
[2-14][18][21-23][28-33]. 稳定性, 吸引子, 近周期性等概念和性质与极限集有着密切的
联系, 也是许多数学工作者研究的重要的内容. S. Elaydi 和 H. R. Farran 在文献 [26]
中引入 Riemann 流形上动力系统中 Lipschitz 稳定的概念, Chin-Ku Chu等人在文献
[4] 中引入了度量空间上的动力系统在某一点处 Lipschitz 稳定的概念, 以及 Riemann
流形上动力系统在某一点处 Lyapunov 稳定的概念, 并且讨论了两种稳定性之间的关
系以及它们与回复性、 Poisson 稳定性之间的关系. C. Ding 在文献 [5][9-11] 中系统
研究了 Zhukovskij 稳定的动力系统中极限集的一些性质. 吸引性在动力系统稳定性理
论中占有重要的地位, 这方面的研究已经取得很多成果, 见 [29][31-32]. 在文献 [29] 中
作者研究了动力系统中 Lipschitz 稳定性与吸引性之间的关系, 证明了连通的局部紧















局 (弱、强) 吸引子. 在文献 [31] 中作者研究了度量空间中动力系统的 Lyapunov 稳定
性与吸引性, 同时证明了连通的局部紧空间中吸引子和全局吸引子是等价的. 本文第
三章第二节主要研究了动力系统中的 Zhukovskij 稳定性与吸引性之间的关系, 得到了
动力系统中弱吸引子、吸引子和强吸引子等价的条件. 在一定条件下证明了 (弱、强)
吸引子与全局 (弱、强) 吸引子是等价的. 因为 Lipschitz 稳定性蕴含 Zhukovskij 稳定
性, 因此推广了文献 [29] 中的相应结果. 主要结果是定理 3.2.3 和定理 3.2.7. 极小流在
动力系统中有着重要的地位, 在动力系统中, 一个重要的课题是研究满足什么条件或
者具有什么性质的流是极小流, 关于极小流的研究已经有很多结果, 在本章第三节我
们得到了一个 Zhukovskij 稳定的连续流是极小流的一个充要条件. 主要结果是定理
3.3.3. H. K. Ahmad 在文献 [18] 中引入了近周期的概念, Lee Keon-Hee 在文献 [21] 中
引入了弱近周期的概念, 并通过例子说明近周期与弱近周期是不同的, 然而陈文成在
文献 [30] 证明了近周期与弱近周期是等价的, 并指出文献 [21] 中例子的计算是错误
的, C. Ding 在文献 [5] 研究了近周期与 Zhukovskij 稳定性的一些性质, 得到了很多结
果. 本章第四节, 我们研究了近周期点的一些性质, 证明了近周期点在系统拓扑共轭下
是保持不变的. 此外还给出了紧的正不变集合稳定的一个充分条件. 主要结果是定理
3.4.6 和 3.4.8. Conley 在文献 [3] 中引入 (𝜀, 𝑡) 链 (伪轨) 的概念, 并定义了链回复集和
Ω 极限集, 同时研究了他们的一些重要的动力性质. 近些年很多数学工作者继续对链
回复集和 Ω 极限集进行了研究 [8][16][28][33]. 郑作环在文献 [33] 中定义了强链回复的
概念, 并证明了链回复集包含强链回复集, 强链回复集包含非游荡集. F. N. Hu 在文
献 [16] 中引入了离散系统中的强链和强 Ω 极限集的概念并研究了它们的一些动力性
质. 类似于文献 [16] 我们在本章最后一节定义了连续流的强 Ω 极限集, 并研究了它的

















设𝑋 = (𝑋, 𝜌)是一个具有度量 𝜌的度量空间. 𝑋 上的一个半动力系统 (𝑋, 𝜋,𝑅+)
是一个连续映射 𝜋 : 𝑋 ×𝑅+ → 𝑋 满足:
(i) 𝜋(𝑥, 0) = 𝑥, 对每一个 𝑥 ∈ 𝑋;
(ii) 𝜋(𝜋(𝑥, 𝑠), 𝑡) = 𝜋(𝑥, 𝑠+ 𝑡), 对任意的 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑡, 𝑠 ∈ 𝑅+. 其中 𝑅+ 是由所有非负
实数组成的集合.
简记 (𝑋, 𝜋) 表示一个半动力系统 (𝑋, 𝜋,𝑅+). 在本章我们简记 𝜋(𝑥, 𝑡) = 𝑥𝑡. 类似
地, 对于 𝐴 ⊂ 𝑋 和 𝐵 ⊂ 𝑅+, 集合 𝐴𝐵 = {𝑥𝑡 : 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑡 ∈ 𝐵}. 集合 𝐶+(𝑥) = {𝑥}𝑅+ 表
示过点 𝑥 的正半轨道. 𝐾+(𝑥) 表示 𝐶+(𝑥) 在 𝑋 中的闭包. 即𝐾+(𝑥) = 𝐶+(𝑥).




{𝐾+(𝑥𝑡) : 𝑡 ∈ 𝑅+}.




{𝑁𝑟(𝑥)𝑅+ : 𝑟 > 0}.




{𝑁𝑟(𝑥)[𝑡,∞) : 𝑟 > 0, 𝑡 ≥ 0}.
其中 𝑁𝑟(𝑥) = {𝑦 : 𝜌(𝑥, 𝑦) < 𝑟}.
对每一个 𝑥 ∈ 𝑋. 我们称 𝜋𝑥 : 𝑅+ → 𝑋 为过点 𝑥 的正半轨道. 其中 𝜋𝑥(𝑡) = 𝜋(𝑥, 𝑡).















{𝑥 : 𝜌(𝑥,𝐴) < 𝑟} 表示集合 𝐴 的 𝑟 邻域. 记 𝐾0 表示由 𝑋 所有的紧子集组成的






定义2.1.1 [27] 一个映射 𝑓 : 𝑋 → 𝐾0 称为在点 𝑥 是上半连续的, 如果对于任意的
𝜀 > 0, 存在 𝛿 > 0, 使得对任意的 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 都有
𝑓(𝑦) ⊆ 𝑁𝜀(𝑓(𝑥)).
一个映射 𝑓 : 𝑋 → 𝐾0 称为在点 𝑥 是下半连续的, 如果对于任意的 𝜀 > 0, 存在 𝛿 > 0,
使得对任意的 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 都有
𝑓(𝑥) ⊆ 𝑁𝜀(𝑓(𝑦)).
等价地:
𝑓 在点 𝑥 是上半连续的, 当且仅当对任意的序列 𝑥𝑛 → 𝑥, 当 𝑛 → ∞ 时, 有
sup{𝜌(𝑦, 𝑓(𝑥)) : 𝑦 ∈ 𝑓(𝑥𝑛)} → 0.
𝑓 在点 𝑥 是下半连续的, 当且仅当对任意的序列 𝑥𝑛 → 𝑥, 当 𝑛 → ∞ 时, 有
sup{𝜌(𝑦, 𝑓(𝑥𝑛)) : 𝑦 ∈ 𝑓(𝑥)} → 0.
一个集合𝑀 ⊆ 𝑋 称为正不变的, 如果对任意的 𝑥 ∈ 𝑀 , 都有 𝐶+(𝑥) ⊆ 𝑀 .
注意到 𝐷+(𝑥) =
⋂︀
{𝑁𝑟(𝑥)𝑅+ : 𝑟 > 0}, 𝐽+(𝑥) =
⋂︀
{𝑁𝑟(𝑥)[𝑡,∞) : 𝑟 > 0, 𝑡 ≥ 0}, 因
此 𝐷+(𝑥) 和 𝐽+(𝑥) 都是正不变的.
一个非空集合𝑀 称为正稳定的, 如果𝑀 的每一个邻域都包含𝑀 的一个正不变
的邻域. 等价地, 对每一个𝑀 的邻域 𝑈 , 都存在𝑀 的一个邻域 𝑉 , 使得 𝑉 𝑅+ ⊆ 𝑈 . 𝜋
称为正稳定的, 如果每一个 𝐾+(𝑥) 都是稳定的. 因为本章所有我们讨论的概念 (轨道,
极限集, 延伸集, 稳定) 都是正的, 所以我们省略掉修饰词“正的”.
定义2.1.2 [24] 给定𝑀 , 𝑃 ⊆ 𝑋 和 𝑥 ∈ 𝑋, 称𝑀 在点 𝑥 𝑃 稳定, 当且仅当对𝑀 的任
意邻域 𝑈 , 存在 𝑥 的邻域 𝑉 , 使得 (𝑉 𝑅+) ∩ 𝑃 ⊆ 𝑈 . 如果𝑀 在点 𝑥 𝑋 稳定, 则我们称
𝑀 在点 𝑥 稳定. 称𝑀 𝑃 稳定当且仅当对任意的 𝑥 ∈ 𝑀 , 𝑀 在 𝑥 𝑃 稳定.
定义2.1.3 [24] 给定𝑀 ⊆ 𝑋 和 𝑥 ∈ 𝑋, 称𝑀 在点 𝑥 是最终稳定的, 当且仅当对每















𝑦[𝜏,∞) ⊆ 𝑈 . 如果上面的 𝜏 不依赖于 𝑦 ∈ 𝑉 , 则称𝑀 在点 𝑥 是一致最终稳定的.
定义2.1.4 [27] 称一个集合𝑀 ⊆ 𝑋 是最终稳定的当且仅当对每一个 𝑥 ∈ 𝑀 , 𝑀 在点
𝑥 是最终稳定的. 等价地, 𝑀 ⊆ 𝑋 最终稳定的当且仅当对𝑀 的每一个邻域 𝑈 , 存在
𝑀 的邻域 𝑉 , 使得如果 𝑦 ∈ 𝑉 , 存在 𝜏 = 𝜏(𝑦) > 0, 使得 𝑦[𝜏,∞) ⊆ 𝑈 . 如果上面的 𝜏 不
依赖于 𝑦 ∈ 𝑉 , 则称𝑀 是一致最终稳定的.
定义2.1.5 [5] 设 (𝑋, 𝜋) 是一个半动力系统. 点 𝑥 ∈ 𝑋 (或者轨道 𝜋𝑥) 是 Zhukovskij 稳
定的, 如果对任意的 𝜀 > 0, 存在 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0, 使得对任意的 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 都存在同胚
𝜏𝑦 : [0,+∞) → [0,+∞) 满足 𝜏𝑦(0) = 0, 使得对于任意的 𝑡 ≥ 0, 都有
𝜌(𝑥𝑡, 𝑦𝜏𝑦(𝑡)) < 𝜀.
此外, 如果当 𝑡 → +∞ 时, 𝜌(𝑥𝑡, 𝑦𝜏𝑦(𝑡)) → 0, 则称点 𝑥 为 Zhukovskij 渐近稳定
的. 为了证明我们的结果, 采用 Zhukovskij 稳定的等价定义. 在上面定义中, 令
𝑡 = 𝜏𝑦(𝑡), ℎ(𝑡) = 𝜏
−1
𝑦 (𝑡) = 𝑡, 则 𝜌(𝑥𝑡, 𝑦𝜏𝑦(𝑡)) = 𝜌(𝑥ℎ(𝑡), 𝑦𝑡), 因此上面定义可以叙
述为: 如果对于任意的 𝜀 > 0, 存在 𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0, 当 𝜌(𝑥, 𝑦) < 𝛿 时, 都存在同胚
𝜏𝑦 : [0,+∞) → [0,+∞) 满足 𝜏𝑦(0) = 0, 使得对于任意的 𝑡 ≥ 0, 都有
𝜌(𝑥𝜏𝑦(𝑡), 𝑦𝑡) < 𝜀.
定义2.1.6 [5] 点 𝑥 ∈ 𝑋 称为近周期的, 如果 𝐷+(𝑥) = 𝐿+(𝑥).
在本章我们总是假设 𝐷+(𝑥) 是紧的.
2.2 极限集映射的上半连续性
下面的定理说明 𝐷+(𝑥) 的稳定性能得出 𝐷+ 在点 𝑥 是上半连续的.
定理2.2.1 设 (𝑋, 𝜋) 是一个半动力系统, 点 𝑥 ∈ 𝑋. 如果 𝐷+(𝑥) 是稳定的, 则 𝐷+ 在
点 𝑥 是上半连续的.
























断言: 对任意的 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 都有
𝐷+(𝑦) ⊆ 𝑁𝜀(𝐷+(𝑥)).
事实上, 因为 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 存在 𝛿1 > 0, 使得 𝑁𝛿1(𝑦) ⊆ 𝑁𝛿(𝑥). 对任意的 𝑧 ∈ 𝐷+(𝑦), 存在
{𝑦𝑛} ⊆ 𝑋, 𝑦𝑛 → 𝑦 和 {𝑡𝑛} ⊆ 𝑅+ 使得当 𝑛 → ∞ 时, 𝑦𝑛𝑡𝑛 → 𝑧. 不失一般性, 对每一个
𝑛 ∈ 𝑁 , 不妨设 𝑦𝑛 ∈ 𝑁𝛿1 (𝑦), 从而
𝑧 ∈ 𝑁𝛿1(𝑦)𝑅+ ⊆ 𝑁𝛿(𝑥)𝑅+ ⊆ 𝑁𝛿(𝐷+(𝑥))𝑅+ ⊆ 𝑁𝜀/2(𝐷+(𝑥)) ⊆ 𝑁𝜀(𝐷+(𝑥)).
因此断言成立.
所以 𝐷+ 在点 𝑥 是上半连续的.

定理2.2.2 设 (𝑋, 𝜋) 是一个半动力系统, 𝑥 ∈ 𝑋. 如果 𝜋𝑥 是 Zhukovskij 稳定的, 则对
任意的 𝜀 > 0, 存在 𝛿 > 0, 使得对每一个 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 都有 𝐷+(𝑦) ⊆ 𝑁𝜀(𝐶+(𝑥)).
证明： 假设不成立, 则存在 𝜀 > 0 和序列 𝑦𝑛 且 𝑦𝑛 → 𝑥, 使得对所有的 𝑛 ∈ 𝑁 , 都有
𝐷+(𝑦𝑛) ∖𝑁3𝜀(𝐶+(𝑥)) ̸= ∅.
设 𝑧𝑛 ∈ 𝐷+(𝑦𝑛) ∖ 𝑁3𝜀(𝐶+(𝑥)). 由 𝐷+(𝑦𝑛) 的定义, 存在 𝑤𝑛𝑘 → 𝑦𝑛 和 𝑡𝑛𝑘 ≥ 0, 使得当
𝑘 → ∞ 时, 𝑤𝑛𝑘 𝑡𝑛𝑘 → 𝑧𝑛. 因此, 对每一个𝑛 ∈ 𝑁 , 存在 𝑘𝑛 ≥ 0, 使得









对所有的 𝑘 ≥ 𝑘𝑛 成立. 特别地,











𝜌(𝑤𝑛𝑘𝑛 , 𝑥) ≤ 𝜌(𝑤
𝑛
𝑘𝑛
, 𝑦𝑛) + 𝜌(𝑦𝑛, 𝑥) ≤ 1𝑛 + 𝜌(𝑦𝑛, 𝑥) → 0, 当 𝑛 → ∞ 时.
因此 𝑤𝑛𝑘𝑛 → 𝑥.
令 𝑣𝑛 = 𝑤
𝑛
𝑘𝑛
, 𝑠𝑛 = 𝑡
𝑛
𝑘𝑛
. 因为 𝜋𝑥 是 Zhukovskij 稳定的, 存在 𝛿 > 0, 使得对每一个
𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 都存在一个同胚 𝜏𝑦 : [0,+∞) → [0,+∞) 满足 𝜏𝑦(0) = 0, 使得
𝜌(𝑥𝜏𝑦(𝑡), 𝑦𝑡) < 𝜀, 对任意的 𝑡 ≥ 0 都成立.















𝜌(𝑥𝜏𝑛(𝑠𝑛), 𝑣𝑛𝑠𝑛) < 𝜀.
因此
𝑣𝑛𝑠𝑛 ∈ 𝑁𝜀(𝐶+(𝑥)) 且 𝑧𝑛 ∈ 𝑁2𝜀(𝐶+(𝑥)).
这是一个矛盾, 得证.

推论2.2.3 设 (𝑋, 𝜋) 是一个半动力系统, 𝑥 ∈ 𝑋. 如果 𝜋𝑥 是 Zhukovskij 稳定的, 则
𝐾+(𝐷+) 在 𝑥 点是上半连续的.
证明： 假设 𝜋𝑥 是 Zhukovskij 稳定的. 对于 𝜀 > 0. 由定理 2.2.2 得, 存在 𝛿 > 0, 使得
对任意的 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 都有
𝐾+(𝑦) ⊆ 𝐷+(𝑦) ⊆ 𝑁𝜀(𝐶+(𝑥)) ⊆ 𝑁𝜀(𝐾+(𝑥)) ⊆ 𝑁𝜀(𝐷+(𝑥)).
因此𝐾+(𝐷+) 在 𝑥 点是上半连续的.

下面的定理与定理 2.2.2 类似.
定理2.2.4 设 (𝑋, 𝜋) 是一个半动力系统, 𝑥 ∈ 𝑋. 如果 𝜋𝑥 是 Zhukovskij 稳定的, 则对
任意的 𝜀 > 0, 存在 𝛿 > 0, 使得对所有的 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥) 都有 𝐽+(𝑦) ⊆ 𝑁𝜀(𝐿+(𝑥)).
证明： 假设不成立. 则存在 𝜀 > 0 和 𝑦𝑛 且 𝑦𝑛 → 𝑥, 使得对所有的 𝑛 ∈ 𝑁 , 都有
𝐽+(𝑦𝑛) ∖𝑁3𝜀(𝐿+(𝑥)) ̸= ∅.
设 𝑧𝑛 ∈ 𝐽+(𝑦𝑛) ∖ 𝑁3𝜀(𝐿+(𝑥)). 由 𝐽+(𝑦𝑛) 的定义, 存在 𝑤𝑛𝑘 → 𝑦𝑛 和 𝑡𝑛𝑘 → +∞, 使得当
𝑘 → ∞ 时, 𝑤𝑛𝑘 𝑡𝑛𝑘 → 𝑧𝑛. 对每一个 𝑛 ∈ 𝑁 , 存在 𝑘𝑛 ≥ 0, 使得
𝜌(𝑤𝑛𝑘 , 𝑦𝑛) <
1
𝑛




对所有的 𝑘 ≥ 𝑘𝑛 都成立. 特别地,
𝜌(𝑤𝑛𝑘𝑛 , 𝑦𝑛) <
1
𝑛
, 𝑡𝑛𝑘𝑛 ≥ 𝑛 且 𝜌(𝑤
𝑛
𝑘𝑛





𝜌(𝑤𝑛𝑘𝑛 , 𝑥) ≤ 𝜌(𝑤
𝑛
𝑘𝑛
, 𝑦𝑛) + 𝜌(𝑦𝑛, 𝑥) ≤ 1𝑛 + 𝜌(𝑦𝑛, 𝑥) → 0.
令 𝑣𝑛 = 𝑤
𝑛
𝑘𝑛
, 𝑠𝑛 = 𝑡
𝑛
𝑘𝑛















因为 𝜋𝑥 是 Zhukovskij 稳定的, 存在 𝛿 > 0, 使得对每一个 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 都存在一个同胚
𝜏𝑦 : [0,+∞) → [0,+∞) 满足 𝜏𝑦(0) = 0, 使得
𝜌(𝑥𝜏𝑦(𝑡), 𝑦𝑡) < 𝜀, 对所有的 𝑡 ≥ 0 都成立.
不失一般性, 对任意的 𝑛 ∈ 𝑁 , 我们假设 𝑣𝑛 ∈ 𝑁𝛿(𝑥). 因此存在一个同胚 𝜏𝑛, 使得
𝜌(𝑥𝜏𝑛(𝑠𝑛), 𝑣𝑛𝑠𝑛) < 𝜀, 对任意的 𝑛 ∈ 𝑁 都成立.
对每一个 𝑛, 当 𝑘 → ∞ 时, 有 𝜏𝑛(𝑠𝑘) → ∞. 因为 𝜏𝑛 : [0,+∞) → [0,+∞) 是一个同胚
并且 𝑠𝑘 → ∞. 因此存在序列 {𝑘𝑛} 满足
𝑠𝑘1 < 𝑠𝑘2 < . . . < 𝑠𝑘𝑛 < . . . 且 𝑘𝑛 → ∞, 使得 𝜏𝑛(𝑠𝑘𝑛) > 𝑛,
对所有的 𝑛 ∈ 𝑁 都成立. 即 𝜏𝑛(𝑠𝑘𝑛) → ∞.
不失一般性, 我们假设 𝑛 → ∞ 时, 𝜏𝑛(𝑠𝑛) → ∞. 因为 𝐷+(𝑥) 是紧的, 我们可以假设
𝑥𝜏𝑛(𝑠𝑛) → 𝑧 ∈ 𝐿+(𝑥).
则存在 𝑁1, 使得对所有的 𝑛 ≥ 𝑁1, 都有
𝑥𝜏𝑛(𝑠𝑛) ∈ 𝑁𝜖(𝐿+(𝑥)).
因此 𝑣𝑛𝑠𝑛 ∈ 𝑁2𝜀(𝐿+(𝑥)). 所以 𝑧𝑛 ∈ 𝑁3𝜀(𝐿+(𝑥)), 对于任意的 𝑛 ≥ 𝑁1 成立. 这是一个
矛盾. 得证.

推论2.2.5 设 (𝑋, 𝜋) 是一个半动力系统, 𝑥 ∈ 𝑋. 如果 𝜋𝑥 是 Zhukovskij 稳定的, 则
𝐿+(𝐽+) 在 𝑥 点是上半连续的.
证明： 假设 𝜋𝑥 是 Zhukovskij 稳定的. 设 𝜀 > 0. 由定理 2.2.4 得, 存在 𝛿 > 0, 使得对
任意的 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 都有
𝐿+(𝑦) ⊆ 𝐽+(𝑦) ⊆ 𝑁𝜀(𝐿+(𝑥)) ⊆ 𝑁𝜀(𝐽+(𝑥)).
因此 𝐿+(𝐽+) 在 𝑥 点是上半连续的.

















证明： 设 𝐶+(𝑥) 是稳定的. 对任意的 𝜀 > 0. 存在 𝐶+(𝑥) 的邻域 𝑈 , 使得
𝑈𝑅+ ⊆ 𝑁𝜀/2(𝐶+(𝑥)).
因为 𝑥 ∈ 𝐶+(𝑥) ⊆ 𝑈 , 所以存在 𝛿 > 0, 使得
𝑁𝛿(𝑥) ⊆ 𝑈 .
从而
𝑁𝛿(𝑥)𝑅
+ ⊆ 𝑈𝑅+ ⊆ 𝑁𝜀/2(𝐶+(𝑥)) ⊆ 𝑁𝜀/2(𝐾+(𝑥)) ⊆ 𝑁𝜀/2(𝐷+(𝑥)).
对任意的 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 存在 𝛿1 > 0, 使得 𝑁𝛿1(𝑦) ⊂ 𝑁𝛿(𝑥). 所以
𝑁𝛿1(𝑦)𝑅




{𝑁𝑟(𝑦)𝑅+ : 𝑟 > 0},
所以
𝐷+(𝑦) ⊆ 𝑁𝛿1(𝑦)𝑅+.
因此对所有的 𝑦 ∈ 𝑁𝛿(𝑥), 都有
𝐾+(𝑦) ⊆ 𝐷+(𝑦) ⊆ 𝑁𝜀(𝐾+(𝑥)) ⊆ 𝑁𝜀(𝐷+(𝑥)).
因此𝐾+(𝐷+) 点 𝑥 是上半连续的.

引理2.2.7 [5] 设 (𝑋, 𝜋) 是一个半动力系统, 𝑥 ∈ 𝑋. 如果 𝜋𝑥 是 Zhukovskij 稳定的, 则
𝐽+(𝑥) = 𝐿+(𝑥), 𝐷+(𝑥) = 𝐾+(𝑥).
推论2.2.8 设 (𝑋, 𝜋) 是一个半动力系统, 𝑥 ∈ 𝑋. 如果存在 𝑦 ∈ 𝐷+(𝑥)(𝐽+(𝑥)), 使得
𝜋𝑦 是 Zhukovskij 稳定的, 则
𝐷+(𝑦) ⊆ 𝐷+(𝑥)(𝐽+(𝑦) ⊆ 𝐽+(𝑥)).
证明： 设 𝜋𝑦 是 Zhukovskij 稳定的. 由引理 2.2.7 得
𝐷+(𝑦) = 𝐾+(𝑦).
因为 𝐷+(𝑥) 是正不变闭的, 从而
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